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摘 要： 传统的加权最小二乘法、惩罚项加权最小二乘法虽然能够重建得到较好质量的图像，但在欠采样的条

件下不能很好的拟制噪声．全变差作为正则项已广泛用于图像重建中，利用图像稀疏的先验知识能够在欠采样的条件
下很好的重建图像．本文结合加权最小二乘法和全变差的优点，构造了基于全变差正则项的加权最小二乘法目标函
数，运用交替求解的方法，将目标函数分解为求解二次优化和全变差正则化的优化问题，并分别用超松弛迭代方法和

梯度下降法求解这两个优化问题．采用Ｚｕｂａｌ模型对该算法与传统算法进行仿真验证比较，并用相关系数、方差、信噪
比等参数描述图像重建质量．结果表明在欠采样条件下，该算法能够更好的拟制噪声，重构效果比传统的有明显地提
高．
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１ 引言

正电子发射型计算机断层显像（ＰｏｓｉｔｒｏｎＥｍｉｓｓｉｏｎ
Ｔｏｍｏｇｒａｐｈｙ，ＰＥＴ）是核医学领域比较先进的临床检查影
像技术，是目前惟一可在活体上显示生物分子代谢、受

体及神经介质活动的新型影像技术，现已广泛用于多种

疾病的诊断与鉴别诊断等方面．ＰＥＴ成像的过程是通过
注射或服用放射性药物，采集正电子湮灭产生的光子数

目得到投影数据．但数据采集持续时间长，探测器环记

录的海量数据也为后续的数据存储和图像重建带来困

难，且对人体有一定的伤害，因此在欠采样条件下进行

图像重建是有必要的．但如果采样视角不够，重建的图
像中就会出现伪影，受探测器效率影响，检测到的投影

数据受噪声干扰大［１，２］．
在ＰＥＴ重建中的最小二乘法等价于 Ｇａｕｓｓ统计模

型的极大似然，在精度方面具有渐近最优性［２］．
Ｆｅｓｓｌｅｒ［３～５］提出的加权最小二乘法 （ｗｅｉｇｈｔｅｄｌｅａｓｔ
ｓｑｕａｒｅｓ，ＷＬＳ）考虑到在实际应用当中，对观测数据进行
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预校正，这种方法己被广泛接受，在现代 ＰＥＴ系统中己
成为不可缺少的环节．但欠采样下的 ＰＥＴ图像重建属
于不完全数据重建范畴，由于数据的缺失，现有的重建

方法显然不能得到满意的重建结果，在这种情况下，适

当的约束条件、先验知识以及正则化因子对提高重建

图像质量非常重要［４，５］．压缩感知是近几年由 Ｃａｎｄｅｓ，
Ｄｏｎｏｈｏ等人［６，７］提出来的一种与传统的香农信息理论
不同的新型信息重构理论，其中稀疏正则化为图像重

建提供了新的思想．为有效的抑制噪声和保持边缘尽
可能不被破坏掉，本文在最小二乘法目标函数的基础

上引入全变差正则惩罚项［８～１０］，运用交替优化的思

想［１１］，对目标函数交替优化，初步优化选用超松弛迭代

算法，再次使用全变差的梯度下降方法对图像进行调

整，最终得到优化解．在仿真实验中将与加权最小二乘
法［３］，二次惩罚项的加权最小二乘法［４］重建结果进行

比较，验证了本文模型与数值算法的有效性．

２ 全变差正则项的加权最小二乘法

在 ＰＥＴ图像重建理论中，常采用的离散模型为：
Ｐ＝ＡＸ，其中 Ｐ＝（ｐ１，ｐ２，…，ｐＭ）Ｔ表示探测到的投影
数据，Ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ）Ｔ表示图像向量，Ａ＝（ａｉｊ）为
Ｍ×Ｎ投影矩阵，ａｉｊ表示从第ｊ个像素放射出的光子被
第ｉ个探测器接收到的概率．基于加权最小二乘估计的
目标函数为：

ｍｉｎ
ｘ０
ｆ（Ｘ）＝１２（ＡＸ－Ｐ）

ＴＷ－１（ＡＸ－Ｐ） （１）

其中 Ｗ为对角权重矩阵［４］．为了提高图像质量，降低噪
声并保持边缘，对目标函数加入全变差正则项［８］，全变

差实际上就是梯度的 ｌ１范数，但在实际的ＴＶ范数计算
中使用起来不太方便，这里就用 ｌ２范数近似 ｌ１范数，并
引进一个很小的参数ε以防求偏导后为无穷大：

ＴＶ（ｖ）＝ ‖ｖ（ｘ，ｙ）‖２２＋ε槡 ２ｄｘｄｙ

＝ｖ
ｘ

＋ｖ
ｙ

ｄｘｄｙ

＝ （ｖ
ｘ
）
２
＋（ｖ
ｙ
）
２
＋ε槡 ２ｄｘｄｙ （２）

对上式写成关于矩阵差分形式，对于二维图像 Ｘ这里
暂时把每一个像元用双下标表示ｘｉ，ｊ：

ＵＴＶ（Ｘ）＝∑
ｉ，ｊ

（ｘｉ＋１，ｊ－ｘｉ，ｊ）２＋（ｘｉ，ｊ＋１－ｘｉ，ｊ）２＋ε槡 ２

（３）
引进的参数ε应小于等于１％的Ｘ最大值，这时目标函
数就可写成：

ａｒｇｍｉｎ
ｘ０

１
２（ＡＸ－Ｐ）

ＴＷ－１（ＡＸ－Ｐ）＋βＵＴＶ（Ｘ）（４）

β＞０为权重系数．引入参数 Ｚ将式（４）可以转化为下

面的约束优化问题：

ａｒｇｍｉｎ
ｘ０

１
２（ＡＸ－Ｐ）

ＴＷ－１（ＡＸ－Ｐ）＋βＵＴＶ（Ｚ）

ｓ．ｔ．‖Ｘ－Ｚ‖２２
{

＝０
（５）

再次利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ定理将式（５）转化为无约束优化问
题［１１］：

ａｒｇｍｉｎ
ｘ０

１
２（ＡＸ－Ｐ）

ＴＷ－１（ＡＸ－Ｐ）

＋βＵＴＶ（Ｚ）＋
α
２‖Ｘ－Ｚ‖

２
２

（６）

由最优化理论的惩罚函数思想可知，优化问题式（６）的
最优解的必要条件为‖Ｘ－Ｚ‖２２＝０因此，优化问题式
（６）的最优解即为所求目标函数式（４）的最优解，对于目
标函数题式（６）的求解，采用交替进行优化：

Ｘｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ０

１
２‖ＡＸ

ｔ－Ｐ‖２ｗ－１＋α２‖Ｘ
ｔ－Ｚｔ‖２２

Ｚｔ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
Ｚ０ β

ＵＴＶ（Ｚｔ）＋α２‖Ｘ
ｔ＋１－Ｚｔ‖

{ ２
２

（７）
式中 Ｘｔ，Ｚｔ表示第ｔ次优化的结果；Ｘｔ＋１，Ｚｔ＋１表示第 ｔ
＋１次的优化结果．求出两个子问题的最优解，并将它
们作为下一次迭代优化的初始值，然后进入下次迭代，

如此交替进行，实现对目标函数的优化．根据图像重构
精度的要求，选取适当大小的β值及 Ｌａｇｒａｎｇｅ罚因子

α．第一个子问题是一个二次凸优化问题，存在最优解，
这里我们使用超松弛 ＳＯＲ迭代的方法进行求解．对目
标函数进行求导并令其为零，构造线性方程，利用超松

弛迭代公式可得到 Ｘ的迭代解：
Ｘｔ＋１＝Ｘｔ＋ωＤ－１［ＡＴＷ－１Ｐ＋αＺ－（ＡＴＷ－１Ａ＋αＩ）Ｘｔ］

（８）
其中 Ｄ为ＡＴＷ－１Ａ＋αＩ的主对角元素组成的对角矩
阵，ω为松弛因子，取值范围为０＜ω＜２．第二个子问题
为是全变差最小化问题，这里采用梯度下降法对其进

行优化．利用第一个子问题的最优解 Ｘｔ＋１，直接对目标
函数进行求导，得到优化迭代公式：

Ｚｔ＋１＝Ｘｔ＋１－β
α
ＵＴＶ（Ｚｔ）
Ｚｔ

（９）

３ 数值仿真实验

ＰＥＴ仿真实验采用大小为 １２８×１２８像素的 Ｚｕｂａｌ
模型，如图１所示，图像的像素点
取值范围在０到５之间．ＰＥＴ探测
数据模拟中，检测的光子总数为

３×１０５，为３０个角度采样，对照组
为检测光子数为 ９×１０５，９０个采
样角度．探测数据服从泊松分布，
其中模拟延迟随机计数 ｒｉ占总光
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子数的１０％，同时设定校正系数 ｃｉ为服从标准差等于
０３的ｌｏｇｎｏｒｍａｌ随机变量．为评价图像的质量，采用相
关系数（ＣｏｒｒｅｌａｔｉｏｎＣｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ，ＣＯＲＲ）作为重建图像与原
始图像之间的空间相似性测度，方差（Ｖａｒｉａｎｃｅ，ＶＡＲ）作
为偏差的量度，表征重建图像于真实图像直接的近似

程度，信噪比（ｓｉｇｎａｌｔｏｎｏｉｓｅｒａｔｉｏ，ＳＮＲ）作为噪声的量度．
完整的实验步骤描述如下：

初始化：

得到投影数据 Ｐ，系统投影矩阵 Ａ，使用滤波反投影

算法得到的图像作为初始图像 Ｘ０，权重系数β，松弛
因子ω，及Ｌａｇｒａｎｇｅ罚因子α．

迭代算法： Ｆｏｒｔ＝１ｔｏｔ＝ｎ
执行（８）式的迭代公式，得到最优解 Ｘｔ＋１；

执行（９）式的迭代公式，得到最优解Ｚｔ＋１；
判断迭代停止条件：若 ｔ＞ｎ或者达到误差

‖Ｚｔ＋１－Ｚｔ‖２２
‖Ｚｔ‖２２

范围，执行输出．否则，令 ｔ＝ｔ＋１，α＝

ｃα，返回继续迭代；
Ｅｎｄ

输出： 优化后重建图像 Ｚｔ＋１

４ 实验结果与分析

本次实验仿真研究了全变差正则项加权最小二乘

法（ＴＶＷＬＳ）与二次惩罚项的加权最小二乘法（ＰＷＬＳ），
加权最小二乘法（ＷＬＳ）这三种算法，并对这三种重建算
法进行比较．图 ２为对 Ｚｕｂａｌ模型的重建效果图，其中
采样角度为３０个，β＝１，ω＝１．５，α＝１００，ｃ＝１．１，初始
迭代图像都为ＦＢＰ重建图像，从图中可以看出，ＴＶＷＬＳ
算法重建后的图像伪影少，在局部区域内平滑，重建效

果要在很大程度上优于前两种算法重建的图像．

图３为采样角度为９０个的情况下重建的效果图，
同样可以看到本文中的方法重建效果要好于传统的重

建方法．与图２相比可以看出在采样角度增加时三种算

法重建效果都有明显增加．图４为在３０个采样角度下
本文中的算法与ＰＷＬＳ，ＷＬＳ这三种算法之间的 ＣＯＲＲ，
ＶＡＲ，ＳＮＲ的曲线图，以及模型原图与三种算法重建后
图像的第６４行像素值的轮廓图．图５为９０个采样角度
下的重建质量评价．从图中可以看出随着迭代的次数
的增加图像重建效果逐渐改善，但最后趋于收敛，在三

个质量评价参数上本文中所提出的算法均高于传统算

法，从图像轮廓图可以看到，本文所提算法能够更好的

接近原图，在局部区域能够起到平滑的作用．

５ 讨论与结论

从上面实验可以看出基于全变分正则项的加权最

小二乘法具有更好的图像重建效果，能够在欠采样的

条件下有效的拟制噪声，与传统的二次惩罚加权最小

二乘法有明显的优势．随着仿真过程中采样角度的增
加，检测光子的增加，图像重建效果有很好的改善．从
质量评价参数图可以看到，在收敛速度方面，本方法与

传统的算法相当，能很好的拟制噪声，提高成像的质
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量，有利于实际的使用．算法中对目标函数的求解在理
论上易于分析，正则项的权重选取直接影响对图像的

平滑程度．权重的有效选择也是下一步研究的内容，另
外如何更好的稀疏化，更好的恢复图像的结构特点，更

好地求解目标函数［１２，１３］，这些都是下一步需要研究的

内容．
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